KULONGESA — TES (Tecnologia — Educacgdo — Sustentabilidade) ISSN 2707-353X

. . ~ "
Estudo dos autovalores do Problema Linear associado a uma Equaco de Placas em ®

Study of the eigenvalues of the linear problem associates whit a plate equation in R"

Domingos Samanjata, MSc. E-mail: kasams2001@yahoo.com
Delphin Kabey Mwinken, MSc. E-mail: delphinsrc@gmail.com

Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo do problema linear associado a uma equacdo de placas em R”
baseado-se no trabalho de Sugitani-Kawashima. O objectivo principal consiste em fazer um estudo dos

autovalores do problema linear usando o espaco de Fourier na obtencéo das solugfes fundamentais.
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ABSTRACT

In this work we study the linear problem associated to an equation of plates in n-dimensional space and
the method used was based on the work of Sugitani-Kawashima. The main objective of this work is

studying the eigenvalues using the space for Fourier to obtain the fundamental soutions.
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Introducéo

Uma transformacdo matematica é utilizada para simplificar a solucdo de um problema. A
importancia de usar uma transformacdo € criar um novo dominio na qual seja mais facil manipular o
problema a ser investigado. Uma vez obtidos os resultados no novo dominio, podem ser transformados
inversamente. A transformada de Fourier é um espaco utilizado na resolucdo de varios problemas de
Fisica - Matematica e, em particular, de problema de Cauchy. Neste trabalho utilizamos o espaco de

Fourier para resolver o seguinte problema linear, a saber:

u,, (t,x) —Au,,(t,x) + Au(t,x) +u.(t,x) =0, (tx)€ (0,+»)xR" Q)

u(0,x) = ug(x), u.(0,x)=uy(x), xeR" @)
onde os dados iniciais satisfazem
uy, € H*(R™), u, € H*(R"™).
Na equacdo (1) , u = u, representa o deslocamento da placa no ponto x e no instante de tempo t. O
termo u, representa uma dissipacdo friccional no sistema e —Au,, é 0 termo de inércia rotacional.
O objectivo principal consiste em fazer um estudo dos autovalores do problema linear usando o
espaco de Fourier na obtencdo das solugdes fundamentais, baseado-se no trabalho de Sugitani-

Kawashima.
1 Resultados Basicos

Neste Seccdo apresentamos as principais defini¢Ges e resultados que serdo utilizados no decorrer
deste trabalho. As demonstracfes sdo omitidas por se tratarem de resultados conhecidos, mas citamos
referéncias onde tais resultados, junto com suas demonstragdes, podem ser encontrados.

Em todo este trabalho, o simbolo {1 representara um subconjunto aberto do espaco R", que

eventualmente podera ser todo R™,

Notacgoes e Primeiros Conceitos:
1.K indica o corpo R ou C; 2. x = (x4,%5,%5,,x,) ponto no espaco R";
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3.] - | norma euclidiana em E";
4. |la| = a; + a, + ~-+a, a = (a,,a,) € N",n €N,

5. L*(R™) ¢ o espaco das fungbes u: R™ — IR, mensuraveis tais que fqn lu(x)]* dx < +o0; Se

. 3 5 1/2
u € L*(R™) entdo llw llzmm= (Jg () dx )77

Transformada de Fourier
Os conceitos e resultados de Transformada de Fourier usando neste trabalho podem ser
encontrados em Adams [1], Dautray-Lions [6] e Evans [7].

1.1 Desigualdades Importantes
Desigualdade de Young

P .0
SeaEﬂebEl:lej.:ip,q:imcomi+i=19nt50ab£%+b__
P q

q

Desigualdade de Hausdorff-Young

Sejamf €ELP, 1<p<2 Entiof €LP= e [ fll =< f llp-
LF-1

Desigualdade de Holder
Sejam f ELF(N) e g €L (N)com 1l < p < mei—ki: foug=1lep=cooug=o0ep=1, Entio
faerlr(@e [ 1f(x)g(x)ldx < Il f e (ol 9 o2 ey

1.2 Espacos de Sobolev

Os principais resultados desta secdo podem ser encontrados em Adams [1], Brezis [2] e Kesavan

8] .

2.0 Solugdes Fundamentais do Problema linear

Neste Seccdo, encontraremos a solugao do problema linear dado por
u,, (t,x) — Au,,(tx) + Au(t,x) +u.(t,x) =0, (tx)€ (0,+w)xR" 3)
u(0,x) = up(x), u(0,x) =1uy(x), x€R" (4)
onde os dados iniciais satisfazem
uy, € H¥(R™), u, € H*(R").
Vamos obter uma expressao para a solucdo do problema (3) a partir da transformada de Fourier. No
espacO de Fourier em ™, o problema (3) é escrito da forma:
(L+ €17, (68 + 1At + 6.(68) =0, (£§) € (0,+0) X R )
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4(0,8) = 4g(§), @.(0,8) =14, (5), {€R™ (6)
A equacdo caracteristica de (5) é dado por
(1+ 1947 + 4+ [€]* = 0. (7)
Resolvendo a equacdo (7) usando a formula resolvente obtemos as raizes da equacgéo caracteristica
— 1 _ — Z 3
Ai(ﬂ_!(lﬂﬂ"} [ 1i'\."1 4(1+|f| ]lfl :|r (8)

em que 4, () sdo os autovalores associado a equacao (5).

Sendo raizes distinctas, a solucdo geral do problema linear (5) é

(t,§) = €, ()™ + ¢y (§)e- 19, 9)

com €y (&) e C,(&) dependendo dos dados iniciais. Usando (6), determinar os valores de C,(¢) e C,(¢)
temos  (0,&) = C, (e 4 ¢, ()0 = (&),
ou seja, C; (&) = 1ig (&) — C,(E). (10)

Derivando (9) temos

,(5,8) = A (DC(DeMD +2_(DC(He™- P,

e usando (6) obtemos

,(0,8) = 2, ()G ()™ +A_(O)C, ()0 =1, (),

logo,
A (EG(E) + A_(HEG(E) = 14(9)- (11)
Resolvendo (10) e (11) simultaneamente, temos
A+ () {(8) — ()T + 2-(DC(E) = 14 (3.
= C(O{A_(D) — 2:(D)]) = 14,(8) — 2. (8) 1,(2),
assim,

(8 = o A+ O T — 21(D), e de (10) temos
C1(8) = o(8) — o B+ (O B — 1@} ouseja

() = s ) — - (DR}

Portanto, a solugdo do problema linear (5)-(6) é da forma

a(t, &) = 6 (8, () +1,(H} + H(t ) () (12)
onde G (t, &) e H(t, &) sdo dadas explicitamente em termos das raizes caracteristicas
= — 1 A B _ A
G(t &) LD [e e ], (13)
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1

H(8) = o (1 + 2 @)e97 = (14 2 ()em 7] 14)
Definimos G (t,x) e H(t, x) por G(t,x): = F G (t.&)](x) e
H(t,x): = FH(t, &)](x), onde F~* denota a transformada inversa de Fourier. Aplicando F~*
na equacéo (12) obtemos
u(t) = G(t) * {up +uyJ+ H(L) *u,, (15)
onde * denota a convolucdo em termos de x em R". Portanto, (15) é a solucdo do problema (3)-(4) e

G(t,x) e H(t,x) sdo as solu¢des fundamentais de (3).
3.0 Estudo dos autovalores do Problema linear

A seguir, vamos obter estimativas envolvendo os autovalores A.(¢) (definidos em (8)). Esses
estimativas sdo usando no trabalho de Sugitani-Kawashima [11].
Lema 0.1
Considere 4. (&) dado em (8) e seja || = ry. Entdo 0s seguintes resultados séo verdadeiros:
[i] =281 = A:(8) = —1&I%
fi] —1£2.() -3
fiil] <A (O -A (D)<
[iv] 1+2_(5) = 2[¢1%
V] A () + 1€ = —2[¢15
Vil (o =) = 8l

[vii] [1 — e':.l+':ﬂ+|§|4}t)e—|ﬂ“r < 16|§-|:e—§|é’|“r:

paratodo t = 0, onde r; € um ndmero positivo fixo.

Demonstracao:
i) Observe que,
1— 41+ PR =1 -4+ B + 41+ 197125
Logo,
1—4(1+[E)IE1* = (1 —2(1+ KIS
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Para r, suficientemente pequeno temos que
1—4(1+ €)%,
e assim, segue que,
JI=2A+RPRF <1 -2+ DI = —1+/1- 410 +RPRF < —2(1 + E)IE*

14T DR _ 54 T
= 2014125 = -k e 4.0 =-kT

Por outro lado, observe que,

1= 4(1+ [E])E*
Logo,
1+121+4(1+ EP)IEF = 8=4+16(1+ (&N

= —4= -8+ 16(1+ [F]D)&*
e —4(1+[ENE* = —8(1+ [EP)IE1* + 16(1 + [P (1 + 1ED)1€)*
S 1—4(1+EP)EIF =1 —8(1+ [EP)IE1F + 16(1+ [E17)%|E°

e 1-4(1+ I = (@ — 41+ 18P
Para r, suficientemente pequeno temos que

JI—4@+EPEF =1 -4+ P11

1+ TR
o k) = A = 2R

Portanto,
—21¢1* = 2.(9) = —1E1*. (16)
ii) Para provar ii) observe que,

L+4(1+E1%) < 1+4(1+ 5177 + 41+ K1),

ou seja
1—4(1+ I <1 —4(1+ 19 + 4L+ £
Assim,
L—4(1+EDIE1* = L +1E1H — DA
Para 7y suficientemente pequeno temos que
1—-4(1+)IE* =0,
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e assim, segue que,

JI2OFRPRF <201+ k1) -1 — T2+ RPRF z1-2(1+ %)

1—_¢'W = —1

201+1E]% -

& —1-T-4A+EPRFz 20 +kP) = -
= A_(§)=-—-1

Por outro lado,

JI-IA+EPRF 20220+ kP -1 & T3+ RPORF <1 -1+ kP

1. —ar1+ | 5>
o —1-JT-2(A+RPRF < -3+ 1P o Do 2 Port
= (H=-1.
anto,
-1 (H=-3 (17)

iii) VVamos provar que %5 A(E)—A_(E) =1,
Observe que,
L—4(1+[EF)IE1* < (1 + €)%

Logo,

o VIEGEPEE

VI—2A+EPRF <1 +[E aHED

= A —-A_(H =1,

Por outro lado, observe que para r, suficientemente pequeno, temos que

S= —+oler s e
2716 8 16 )

Logo, 1= 7+E(1 + 20817 +1€1%).
Além disso, existe 1, tal que 4(1+ |&]9)|E]* = 1
Assim temos que 1 = 4(1+ |&|H)|E]* +i (1+ 2|&)% +|&]*), e sendo assim, segue que

LEO-1©O=]

1

Portanto =—-<=A,(&) —A_(&) = 1. (18)

4
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iv) Na sequencia vamos provar que
14+ A_(&) < 21&)%
Observeque, para r; suficientemente pequeno, temos
1= 1+ 4[&]* —20|¢|° + 32|€]*° + 16|

Assim,
12 14+ 4[E]7 +4[8* — 4[8]° — 24| |° + 4[£]° + 32|¢|*° +16(&|12

e 1—4(L+ [EDIE* = 1+ 41817 — 4l1* — 241¢1° + 32081 + 16]¢]™

e 1—4(1+EPIEF = (1 + 201817 —4lE1* —4121°)%
Para r, suficientemente pequeno segue que

VI— 41+ PR = 1+2[81° — 481 — 4[¢°

e —J1-4(1+ PP = —1-2[¢7 + 4[E* +4)¢°

= 1+ 208" —J1 -4 + BP)EI* < 4151 +4)E1°

e 2+2[1° —1-J1-4(1+ RPN = 2181%(2 + 281%)

24218 114+ 1 3D1EF

2(1+14%)

= 20¢1%

Portanto,
14+ A_(%) < 218~ (19)
v) Nesse item vamos provar que
AL (D) + 1E1F = —21¢)5
Observe que, para 1 suficientemente pequeno, temos que
1= 1—8|¢|° —4|&|° + 24| + 52| + 48|&|™* + 16]¢|'°.
Assim,
1= 1— 481+ 451* — 1211° + 4181° — 4[¢1° + 24
+52[]* + 48| + 16]&|¢
S 1—4(1+ [E)E1F =1 — 451 — 128]° — 4181 + 24(§1™°
+52[]* + 48| + 16]&|®
S 1—4(1+ DI = (1 - 2181 —6l¢]° —4E1°)%.

Para r; suficientemente pequeno, segue que,
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VI— 2@+ PR =1 -2[8° — 6[¢1° — 45|°

S —1+4+J1—-4(1+[ED)IE]* = -2|¢* - 6[¢1° —4(¢|®

e -1+ 141+ EPDEF =201 + P (-E1* - 21¢1%)

—141-4 (1 EDIET 4 &
— -2 .
2(14(81%) = Kl <]

Portanto,
A+ IE1F = 2185 (20)
vi) Na sequencia vamos provar que

(s — 1) < 8kl

Observeque, para 7, suficientemente pequeno, temos que
1< 1+ 14|&)* +59|¢|* — 68|£|° — 320(¢|® — 256|&|°.

Assim,
1< 14+ 16|87 — 2|8 + 60[&]* — |&]* — 68]¢|° —320[¢|° — 256|&[1°
& 142187 + |&]F £ 1+ 16[¢)° + 60[¢]* — 68[¢|° —320(¢|° — 256[£|1°
e (14 EF)F < (1481821 — 401+ E1D)IE1%).
Logo,
e 1487 £ (1+8[E87)J1—4(1+ [EPH)E*
14| |® .
—_—— = 1 4+ 8|F|*
J1—a(1+HEEE T + 8]
14| ® .
—— — 1 = 8|&|~.
12+ E B =8|
Portanto,
1 2
{.1+.;,,==3._,1_.;g;. - 1) = 8[¢]". (21)

vii) Porfim, provaremos que

Escola Superior Politécnica da Lunda Sul, Saurimo, Angola.



Domingos Samanjata, Delphin Kabey Mwinken

(1 — e OHED) 8" < 16]¢(2e 735
Note que de (20) temos que
() + 1E1* = —21¢ 15
Logo,
(1- EI:A+':%}+|$|“}r)E—|$|“r <(1- E—:|§|E:)E—|§|4r_
Dessa forma, € suficiente provar que
(1 —e2l81%) 8% < 16822141,
ou seja
1— e2Ml% < 16|§|:e‘§|ﬂ4t.
Definimos para todo t = 0:
F(£):= 16152ex 1% 4 o215 _ g,
onde|¢esta fixo com|¢| < r,. Mostraremos que f(t) é positivo para todo t = 0. Observe que
f(O)=16|¢* +1—1=16|&|* = 0.

Alem disso, note que

F(2) = 8I¢ |51 — 2]5e 241"

- [s _ Eeu:—ﬂﬂﬁ—';m‘}r) F|6exdl’e. (22)
Logo, f'(t) = 0 paratodo t = 0, pois

§ > 2 AN o pegaldl’ 5 g
Portanto, f(t) é positivo para todo t = 0 mostrando que
1— e 218% < qg)¢ealdl

ou seja

(1 — @ DHAN -8 < 15|g|ze"§|ﬂ‘f_ (23)
Portanto a prova esta completa por (16), (17), (18), (19), (20), (21) e (23).

4.0 Concluséo
Neste trabalho foi possivel representar as solu¢@es fundamentais do problema linear usando a
transformada de Fourier e 0s conceitos basicos de Matematica. Foram apresentado uma séries de

propriedades e teoremas de resolucdes de problemas de matematica .
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Por ultimo, foram usando técnicas de matematica para fazer o estudo dos autovalores usado no

trabalho de Sugitani-Kawashima.
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